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ΛΥΣΕΙΣ 5ου ΚΡΙΤΗΡΙΟΥ   

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ Γ’ ΛΥΚΕΙΟΥ 

 

 ΘΕΜΑ Α 

Α1. Σχολικό βιβλίο σελίδα 142-143. 

Α2. (α) Σχολικό βιβλίο σελίδα 143. 

        (β) Σχολικό βιβλίο σελίδα 185. 

Α3. Λάθος. Σχολικό βιβλίο σελίδα 134. 

Α4.  α=Λ,  β=Λ,  γ=Σ,  δ=Λ . 

 

ΘΕΜΑ Β 
 

Β1. Η ευθεία 𝜀: 𝑦 = −1 είναι οριζόντια ασύμπτωτη της  𝑪𝒇 στο -∞  αν και μόνο αν: 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = −1 ⇔ 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−∞

 (
𝑒𝑥 − 𝑎

𝑒𝑥 + 1
) = −1 ⇔

0 − 𝑎

0 + 1
= −1 ⇔ −𝑎 = −1 ⇔ 𝒂 = 𝟏 

     Τελικά 

 

 

Β2.  Η συνάρτηση 𝒇 ορίζεται στο ℝ και είναι συνεχής ως αποτέλεσμα πράξεων μεταξύ συνεχών   

συναρτήσεων. 

Η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο ℝ , με  

𝒇′(𝒙) = ⋯ =
𝟐𝒆𝒙

(𝒆𝒙 + 𝟏)𝟐
   , 𝜸𝜾𝜶 𝜿ά𝜽𝜺 𝒙 ∈ ℝ.  

Είναι προφανές ότι 𝒇′(𝒙) > 𝟎, για κάθε 𝑥 ∈ ℝ, επομένως η συνάρτηση 𝒇 είναι γνησίως αύξουσα 

στο ℝ και δεν παρουσιάζει ακρότατα. 

Β3. (α) Η 𝒇 είναι γνησίως αύξουσα και συνεχής στο διάστημα ℝ.          

    Επομένως θα έχει σύνολο τιμών:  𝒇(ℝ) = ( 𝒍𝒊𝒎
𝒙→−∞

𝒇(𝒙) , 𝒍𝒊𝒎
𝒙→+∞

𝒇(𝒙)) 

 

𝒇(𝒙) =
𝒆𝒙 − 𝟏

𝒆𝒙 + 𝟏
  , 𝒙 ∈ ℝ 
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Έχουμε όμως: 

  𝑙𝑖𝑚
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = −1        

  𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

𝑒𝑥 − 1

𝑒𝑥 + 1
  

∞/∞
=

𝐷𝐿𝐻
 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

𝑒𝑥

𝑒𝑥
= 1 

 Άρα η συνάρτηση 𝑓 έχει σύνολο τιμών:   

𝒇(ℝ) = (−𝟏, +𝟏) 

  

Β3. (β)  Αρκεί να δείξουμε ότι για κάθε 𝜿 ∈ ℝ  η εξίσωση:  𝒇(𝜿) = 𝒙𝟐𝟎𝟐𝟓 − (𝒙 − 𝟏)𝟐𝟎𝟐𝟒    έχει μία, 

τουλάχιστον, ρίζα στο διάστημα (0,1) . 

Η εξίσωση γράφεται ισοδύναμα:  

𝒙𝟐𝟎𝟐𝟓 − (𝒙 − 𝟏)𝟐𝟎𝟐𝟒   − 𝒇(𝜿) = 𝟎    (𝟏)    

Θεωρούμε τώρα τη συνάρτηση 𝒈(𝒙) = 𝒙𝟐𝟎𝟐𝟓 − (𝒙 − 𝟏)𝟐𝟎𝟐𝟒   − 𝒇(𝜿),   𝒙 ∈ ℝ με 𝜿 ∈ ℝ. 

• η 𝒈 είναι συνεχής στο [0,1] ως πολυωνυμική 

Είναι  𝒈(𝟎) = −𝟏 − 𝒇(𝜿),  𝒈(𝟏) = 𝟏 − 𝒇(𝜿) και για κάθε 𝜅 ∈ ℝ, έχουμε 

𝑓(𝜅) ∈ 𝑓(ℝ) = (−1, +1) ⇔ −1 < 𝑓(𝜅) < 1 ⇔ −1 − 𝑓(𝜅) < 0 < 1 − 𝑓(𝜅) ⇔ 𝒈(𝟎) < 𝟎 < 𝒈(𝟏)  

Άρα 

•  𝒈(𝟎) ∙ 𝒈(𝟏) < 𝟎 

Από το Θεώρημα Bolzano, η εξίσωση 𝒈(𝒙) = 𝟎 και ισοδύναμα η (1), έχει μία, τουλάχιστον, ρίζα 

στο διάστημα (𝟎, 𝟏). 

Β4. Η συνάρτηση 𝒇′ είναι παραγωγίσιμη με 

𝒇′′(𝒙) = ⋯ =
𝟐𝒆𝒙(𝟏 − 𝒆𝒙)

(𝒆𝒙 + 𝟏)𝟑
      ,     𝒙 ∈ ℝ. 

Επειδή για κάθε 𝑥 ∈ ℝ  είναι   
2𝑒𝑥

(𝑒𝑥+1)3
  > 0 , έχουμε: 

• 𝒇′′(𝒙) = 𝟎 ⇔ 𝟏 − 𝒆𝒙 = 𝟎 ⇔ 𝒆𝒙 = 𝒆𝟎 ⇔ 𝒙 = 𝟎 

• 𝒇′′(𝒙) > 𝟎 ⇔ 𝟏 − 𝒆𝒙 > 𝟎 ⇔ 𝒆𝒙 < 𝒆𝟎 ⇔ 𝒙 < 𝟎 

• 𝒇′′(𝒙) < 𝟎 ⇔ 𝟏 − 𝒆𝒙 < 𝟎 ⇔ 𝒆𝒙 > 𝒆𝟎 ⇔ 𝒙 > 𝟎 
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Άρα η συνάρτηση 𝒇′ είναι γνησίως αύξουσα στο (−∞, 𝟎] , γνησίως φθίνουσα στο [𝟎, +∞) και 

παρουσιάζει ολικό μέγιστο στο 𝒙𝟎 = 𝟎  το  𝒇′(𝟎) = 𝟏/𝟐 . 

Β5.    

𝜤 = ∫ (𝑓(𝑥) + 1)𝑑𝑥
1

−1

= ∫ (
𝑒𝑥 − 1

𝑒𝑥 + 1
+ 1) 𝑑𝑥

1

−1

= ∫ (
𝑒𝑥 − 1 + 𝑒𝑥 + 1

𝑒𝑥 + 1
) 𝑑𝑥

1

−1

=  

                       = ∫ (
2𝑒𝑥

𝑒𝑥 + 1
) 𝑑𝑥

1

−1

= 2 ∫
(𝑒𝑥 + 1)′

𝑒𝑥 + 1
𝑑𝑥

1

−1

= 2[𝑙𝑛(𝑒𝑥 + 1)]−1
 1 =                        

                       = 2 [𝑙𝑛(𝑒 + 1) − 𝑙𝑛 (
1

𝑒
+ 1)] = 2 [𝑙𝑛(𝑒 + 1) − 𝑙𝑛 (

1 + 𝑒

𝑒
)] =                     

                        = 2[𝑙𝑛(𝑒 + 1) − 𝑙𝑛(1 + 𝑒) + 𝑙𝑛𝑒] = 𝟐. 

 

ΘΕΜΑ Γ 

Γ1. Για κάθε x ∈ ℝ, έχουμε: 

𝒇′(𝒙) = 𝒆−𝒇(𝒙) ∙ (𝟐𝒙 + 𝒂) ⇔ 𝒇′(𝒙)𝒆𝒇(𝒙) = 𝟐𝒙 + 𝒂 ⇔ (𝒆𝒇(𝒙))
′

= (𝒙𝟐 + 𝒂𝒙)
′
 

Από τις συνέπειες του Θ.Μ.Τ. υπάρχει  c ∈ ℝ, ώστε: 

𝒆𝒇(𝒙) = 𝒙𝟐 + 𝒂𝒙 + 𝒄  , 𝒙 ∈ ℝ     (𝟏) 

Για 𝒙 = 𝟎  η  (1) γίνεται: 

𝒆𝒇(𝟎) = 𝟎 + 𝟎 + 𝒄 ⇔ 𝒆𝒍𝒏𝟐 = 𝒄 ⇔ 𝒄 = 𝟐 

Άρα  

𝒆𝒇(𝒙) = 𝒙𝟐 + 𝒂𝒙 + 𝟐  , 𝒙 ∈ ℝ       (𝟐)  

Παρατηρούμε τώρα ότι το τριώνυμο  𝒙𝟐 + 𝒂𝒙 + 𝟐  έχει διακρίνουσα  

𝜟 = 𝛼2 − 8 ≤ 4 − 8 < 𝟎 , αφού 0 < 𝛼 ≤ 2 ⇒ 𝛼2 ≤ 4 

Άρα είναι θετικό για κάθε 𝑥 ∈ ℝ και η (2) γίνεται: 

 

 
 

𝒇(𝒙) = 𝒍𝒏(𝒙𝟐 + 𝒂𝒙 + 𝟐) , 𝒙 ∈ ℝ        
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Γ2. Η συνάρτηση 𝒇 είναι παραγωγίσιμη στο ℝ, με: 

𝒇′(𝒙) =
𝟐𝒙 + 𝒂

𝒙𝟐 + 𝒂𝒙 + 𝟐 
   ,    𝒙 ∈ ℝ 

Για κάθε 𝑥 ∈ ℝ  έχουμε: 

𝒇(𝒙) ≥ 𝒍𝒏(𝟑 − 𝒂) ⇔ 𝒇(𝒙) ≥ 𝒇(−𝟏) 

Συνεπώς  

• η συνάρτηση 𝑓 παρουσιάζει ελάχιστο (επομένως και τοπικό ελάχιστο) στο 𝑥0 = −1 

• το  𝑥0 = −1 είναι εσωτερικό σημείο του ℝ 

• η 𝑓 είναι παραγωγίσιμη στο 𝑥0 

Άρα, σύμφωνα με το Θεώρημα Fermat: 

𝑓′(−1) = 0 ⇔
−2 + 𝑎

1 − 𝑎 + 2 
= 0 ⇔ 𝜶 = 𝟐 

Τελικά  

 

 

Γ3. Η συνάρτηση 𝑓 είναι παραγωγίσιμη στο ℝ, με 

𝒇′(𝒙) =
𝟐𝒙 + 𝟐

𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 + 𝟐 
, 𝒙 ∈ ℝ 

Επειδή ο παρονομαστής είναι θετικός για κάθε 𝑥 ∈ ℝ, έχουμε: 

•  𝒇′(𝒙) = 𝟎 ⇔ 𝟐𝒙 + 𝟐 = 𝟎 ⇔ 𝒙 = −𝟏 

•  𝒇′(𝒙) > 𝟎 ⇔ 𝟐𝒙 + 𝟐 > 𝟎 ⇔ 𝒙 > −𝟏 

•  𝒇′(𝒙) < 𝟎 ⇔ 𝟐𝒙 + 𝟐 < 𝟎 ⇔ 𝒙 < −𝟏 

Επειδή επιπλέον η 𝑓 είναι συνεχής στο ℝ  θα είναι γνησίως φθίνουσα στο (−∞, −𝟏], γνησίως 

αύξουσα στο [−𝟏, +∞) και θα έχει ολικό ελάχιστο στο 𝒙𝟎 = −𝟏 το 𝒇(−𝟏) = 𝒍𝒏𝟏 = 𝟎. 

 

Γ4. Στο Γ3 δείξαμε ότι 𝒇(𝒙) ≥ 𝒇(−𝟏) = 𝟎, για κάθε 𝒙 ∈ ℝ, με την ισότητα να ισχύει μόνο για 𝒙 = −𝟏.   

Άρα κοντά στο −𝟏 είναι 𝒙 ≠ −𝟏 ⇔ 2𝑥 ≠ −2 ⇔ 2𝑥 + 1 ≠ −1 ⇔ 𝒇(𝟐𝒙 + 𝟏) > 𝟎.  

Επιπλέον 𝒇(𝒙𝟐 + 𝟐𝒙) ≥ 𝟎, για κάθε 𝑥 ∈ ℝ. 

 

𝒇(𝒙) = 𝒍𝒏(𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 + 𝟐) ,   𝒙 ∈ ℝ        
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Άρα κοντά στο −𝟏 θα είναι: 

𝒇(𝟐𝒙 + 𝟏) + 𝒇(𝒙𝟐 + 𝟐𝒙) > 𝟎    (𝟑) 

Τα πολυώνυμα  𝟐𝒙 + 𝟏  𝜿𝜶𝜾  𝒙𝟐 + 𝟐𝒙  είναι συνεχή ενώ και η 𝑓 είναι συνεχής, άρα 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→−𝟏

[𝒇(𝟐𝒙 + 𝟏) + 𝒇(𝒙𝟐 + 𝟐𝒙)] = 𝒇(−𝟏) + 𝒇(−𝟏) = 𝟎       (𝟒) 

Από τις (3) και (4) έχουμε: 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→−𝟏

𝟏

𝒇(𝟐𝒙 + 𝟏) + 𝒇(𝒙𝟐 + 𝟐𝒙)
= +∞      (𝟓) 

Αν θέσουμε 𝒖 = |𝒙 + 𝟏|, τότε 𝒍𝒊𝒎
𝒙→−𝟏

𝒖 = 𝒍𝒊𝒎
𝒙→−𝟏

|𝒙 + 𝟏| = 𝟎 και 𝒖 > 𝟎  κοντά στο −𝟏, επομένως 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→−𝟏

𝒍𝒏|𝒙 + 𝟏| = 𝒍𝒊𝒎
𝒖→𝟎+

𝒍𝒏𝒖 = −∞          (𝟔) 

Από τις (𝟓) και (𝟔) έχουμε τελικά: 

 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→−𝟏

𝒍𝒏|𝒙 + 𝟏|

𝒇(𝟐𝒙 + 𝟏) + 𝒇(𝒙𝟐 + 𝟐𝒙)
= −∞ 

 

Γ5. Για κάθε 𝑥 ∈ [−1,0] έχουμε: 

• −𝟏 ≤ 𝒙 ≤ 𝟎 ⇔ −𝟐 ≤ 𝟐𝒙 ≤ 𝟎 ⇔ 𝟎 ≤ 𝟐𝒙 + 𝟐 ≤ 𝟐 

• −𝟏 ≤ 𝒙 ≤ 𝟎 ⇔
𝒇↑[−𝟏,𝟎]

𝒇(−𝟏) ≤ 𝒇(𝒙) ≤ 𝒇(𝟎) ⇔ 𝟎 ≤ 𝒇(𝒙) ≤ 𝒍𝒏𝟐 

Επομένως: (𝟐𝒙 + 𝟐)(𝒇(𝒙) − 𝒍𝒏𝟐) ≤ 𝟎, 𝜸𝜾𝜶 𝜿ά𝜽𝜺 𝒙 ∈ [−𝟏, 𝟎] και το ολοκλήρωμα γράφεται: 

𝑱 = ∫ |(𝟐𝒙 + 𝟐)(𝒇(𝒙) − 𝒍𝒏𝟐)|𝒅𝒙 = 
𝟎

−𝟏

 

   = − ∫ (𝟐𝒙 + 𝟐)(𝒇(𝒙) − 𝒍𝒏𝟐)𝒅𝒙 = 
𝟎

−𝟏

 

   = − ∫ (𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 + 𝟐)
′
(𝒇(𝒙) − 𝒍𝒏𝟐)𝒅𝒙 

𝟎

−𝟏

= 

   = −[(𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 + 𝟐)(𝒇(𝒙) − 𝒍𝒏𝟐)]
−𝟏

𝟎
+ ∫ (𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 + 𝟐)(𝒇(𝒙) − 𝒍𝒏𝟐)′𝒅𝒙

𝟎

−𝟏

=  

   = −[(𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 + 𝟐)(𝒇(𝒙) − 𝒍𝒏𝟐)]
−𝟏

𝟎
+ ∫ (𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 + 𝟐) 

𝟐𝒙 + 𝟐

𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 + 𝟐
𝒅𝒙

𝟎

−𝟏
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   = −[(𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 + 𝟐)(𝒇(𝒙) − 𝒍𝒏𝟐)]
−𝟏

 𝟎
+ ∫ (𝟐𝒙 + 𝟐)𝒅𝒙

𝟎

−𝟏

 

   = −(𝟐)(𝒍𝒏𝟐 − 𝒍𝒏𝟐) + (𝟏)(𝒍𝒏𝟏 − 𝒍𝒏𝟐) + [𝒙𝟐 + 𝟐𝒙]
−𝟏

𝟎
= −𝒍𝒏𝟐 + 𝟎 − (−𝟏) = 𝟏 − 𝒍𝒏𝟐 

 

ΘΕΜΑ Δ  

Δ1. Για κάθε 𝒙 > 𝟎  ισχύει: 

𝒈(𝒙) + 𝒈(𝒙) =
𝒆−𝒙

𝒙
        (𝟏)  

Η συνάρτηση 𝜑(𝒙) = 𝒆𝒙𝒈(𝒙) − 𝒍𝒏𝒙 είναι παραγωγίσιμη στο (0, +∞) με : 

𝝋′(𝒙) = 𝑒𝑥𝑔(𝑥) + 𝑒𝑥𝑔′(𝑥) −
1

𝑥
= 𝑒𝑥(𝑔(𝑥) + 𝑔′(𝑥)) −

1

𝑥
 = 

=
(𝟏)

𝑒𝑥 ∙ 𝑒−𝑥

𝑥
−

1

𝑥
=

1

𝑥
−

1

𝑥
= 𝟎                                           

Άρα 

𝝋′(𝒙) = 𝟎 , για κάθε 𝒙 ∈ (𝟎, +∞) 

Από τις συνέπειες του ΘΜΤ, υπάρχει 𝑐 ∈ ℝ , ώστε: 

𝜑(𝒙) = 𝒄 ⇔ 𝒆𝒙𝒈(𝒙) − 𝒍𝒏𝒙 = 𝒄         (𝟐) 

Για 𝒙 = 𝟏 η (2) γίνεται  𝑒1𝑔(1) − 𝑙𝑛1 = 𝑐 ⇔ 0 − 0 = 𝑐 ⇔ 𝒄 = 𝟎, επομένως: 

𝑒𝑥𝑔(𝑥) − 𝑙𝑛𝑥 = 0 ⇔ 𝑒𝑥𝑔(𝑥) = 𝑙𝑛𝑥 ⇔  

𝒈(𝒙) =
𝒍𝒏𝒙

𝒆𝒙
  ,   𝒙 ∈ (𝟎, +∞)      

 

Δ2. Η συνάρτηση 𝑔 είναι παραγωγίσιμη με 

𝒈′(𝒙) =
 
𝟏
𝒙 − 𝒍𝒏𝒙 

𝒆𝒙
    , 𝒙 ∈ (𝟎, +∞) 

Αφού η 𝒈 είναι παραγωγίσιμη στο πεδίο ορισμού της, τα κρίσιμα σημεία της θα είναι μόνο τα 

εσωτερικά σημεία του (𝟎, +∞) στα οποία η 𝒈′ είναι ίση με 0. 
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Ορίζουμε τώρα τη συνάρτηση: 

𝒌(𝒙) =
𝟏

𝒙
− 𝒍𝒏𝒙 , 𝒙 ∈ (𝟎, +∞) 

 Η συνάρτηση 𝑘 είναι παραγωγίσιμη με  

𝒌′(𝒙) = −
𝟏

𝒙𝟐
−

𝟏

𝒙
< 𝟎 , 𝜸𝜾𝜶 𝜿ά𝜽𝜺 𝒙 ∈ (𝟎, +∞) 

Επομένως η 𝒌 είναι γνησίως φθίνουσα στο (0, +∞). Επιπλέον 

• η 𝒌 είναι συνεχής στο [𝟏, 𝟐] ως παρ/μη 

𝑘(1) =
1

1
− 𝑙𝑛1 = 1 > 0  και  𝑘(2) =

1

2
− 𝑙𝑛2 =

1−2𝑙𝑛2

2
=

𝑙𝑛𝑒−𝑙𝑛4

2
< 0 , 𝛼𝜑𝜊ύ 𝑒 < 4. Άρα  

•  𝒌(𝟏) ∙ 𝒌(𝟐) < 𝟎 

Επομένως, από το Θεώρημα Bolzano, υπάρχει 𝑥0 ∈ (1,2), ώστε 𝒌(𝒙𝟎) = 𝟎. 

Αφού η 𝑘 είναι γνησίως φθίνουσα στο (0, +∞), το 𝑥0 είναι η μόνη ρίζα της 𝑘 και ισχύουν τα 

παρακάτω: 

• 𝟎 < 𝒙 < 𝒙𝟎 ⇔ 𝒌(𝒙) > 𝒌(𝒙𝟎) ⇔ 𝒌(𝒙) > 𝟎 ⇔ 𝒈′(𝒙) > 𝟎 

• 𝒙 > 𝒙𝟎 ⇔ 𝒌(𝒙) < 𝒌(𝒙𝟎) ⇔ 𝒌(𝒙) < 𝟎 ⇔ 𝒈′(𝒙) < 𝟎 

• 𝒈′(𝒙𝟎) = 𝟎   

Άρα μοναδικό κρίσιμο σημείο της 𝒈 είναι το 𝒙𝟎 και ανήκει στο διάστημα (𝟏, 𝟐).  

Επιπλέον η 𝒈 είναι γνησίως αύξουσα στο (𝟎, 𝒙𝟎] και γνησίως φθίνουσα στο  [𝒙𝟎, +∞) άρα το 𝒙𝟎 

είναι θέση ολικού μεγίστου της  𝒈. 

Δ3. Είναι  

𝒉(𝒙) = 𝒙𝟐𝒆𝒙−𝟏 − ∫ 𝒉(𝒕)𝒅𝒕
𝟏

𝟎

−
𝟐 + 𝒆

𝒆
     ,   𝒙 ∈ ℝ  

Θέτουμε τώρα  

∫ 𝒉(𝒕)𝒅𝒕
𝟏

𝟎

= 𝒄 ∈ ℝ     (𝟑)  

Οπότε  

𝒉(𝒙) = 𝒙𝟐𝒆𝒙−𝟏 − 𝒄 −
𝟐 + 𝒆

𝒆
     ,   𝒙 ∈ ℝ       (𝟒)  
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και  

𝒄 = ∫ 𝒉(𝒕)𝒅𝒕
𝟏

𝟎

= ∫ (𝒕𝟐𝒆𝒕−𝟏 − 𝒄 −
𝟐 + 𝒆

𝒆
) 𝒅𝒕

𝟏

𝟎

= ∫ (𝒕𝟐𝒆𝒕−𝟏)𝒅𝒕
𝟏

𝟎

− ∫ (𝒄 +
𝟐 + 𝒆

𝒆
) 𝒅𝒕

𝟏

𝟎

= 

 

= ∫ 𝒕𝟐(𝒆𝒕−𝟏)′ 𝒅𝒕
𝟏

𝟎

−  (𝒄 +
𝟐 + 𝒆

𝒆
) ∙ ∫ 𝟏𝒅𝒕

𝟏

𝟎

= [𝒕𝟐𝒆𝒕−𝟏]
𝟎

𝟏
− ∫ 𝟐𝒕𝒆𝒕−𝟏𝒅𝒕

𝟏

𝟎

− (𝒄 +
𝟐 + 𝒆

𝒆
) [𝒕]𝟎

𝟏 = 

= 𝟏 − ∫ 𝟐𝒕(𝒆𝒕−𝟏)
′
𝒅𝒕

𝟏

𝟎

− (𝒄 +
𝟐 + 𝒆

𝒆
) ∙ 𝟏 = 𝟏 − [𝟐𝒕𝒆𝒕−𝟏]

𝟎

𝟏
+ ∫ 𝟐𝒆𝒕−𝟏𝒅𝒕

𝟏

𝟎

− 𝒄 −
𝟐 + 𝒆

𝒆
=    

= 𝟏 − 𝟐 + [𝟐𝒆𝒕−𝟏]
𝟎

𝟏
− 𝒄 −

𝟐 + 𝒆

𝒆
= 𝟏 − 𝟐 + 𝟐 −

𝟐

𝒆
− 𝒄 −

𝟐

𝒆
− 𝟏 = −𝒄 −

𝟒

𝒆
   

Άρα  

𝒄 = −𝒄 −
𝟒

𝒆
⇔ 𝟐𝒄 = −

𝟒

𝒆
⇔ 𝒄 = −

𝟐

𝒆
 

Συνεπώς η  (𝟒) γίνεται 

𝒉(𝒙) = 𝒙𝟐𝒆𝒙−𝟏 +
𝟐

𝒆
−

𝟐 + 𝒆

𝒆
 =  𝒙𝟐𝒆𝒙−𝟏 −

𝒆

𝒆
= 𝒙𝟐𝒆𝒙−𝟏 − 𝟏   

Τελικά 

 

 

Δ4.                                                               𝒇(𝒙) = {
  𝒙𝟐𝒆𝒙−𝟏 − 𝟏 ,   𝒙 < 𝟏

       
𝒍𝒏𝒙

𝒆𝒙             ,   𝒙 ≥ 𝟏
 

Το πεδίο ορισμού της συνάρτησης 𝒇 είναι το ℝ . 

Η 𝑓 είναι συνεχής στο (−∞, 1) ως πράξεις συνεχών. 

Η 𝑓 είναι συνεχής στο (1, +∞) ως πηλίκο συνεχών. 

• 𝑙𝑖𝑚
𝑥→1−

𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→1−

(𝑥2𝑒𝑥−1 − 1) = 1𝑒0 − 1 = 0 

• 𝑙𝑖𝑚
𝑥→1+

𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→1+

(
𝑙𝑛𝑥

𝑒𝑥 ) =
0

1
= 0  

• 𝑓(1) = 0 

Άρα η 𝑓 είναι συνεχής στο 1. Συνεπώς η 𝒇 είναι συνεχής στο ℝ . 

𝒉(𝒙) = 𝒙𝟐𝒆𝒙−𝟏 − 𝟏 ,   𝒙 ∈ ℝ    
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Η 𝑓 είναι παρ/μη στο (−∞, 1) με 𝒇′(𝒙) = 𝒉′(𝒙) = 𝒆𝒙−𝟏(𝒙𝟐 + 𝟐𝒙)  

Η 𝑓 είναι παρ/μη στο (1, +∞) με 𝒇′(𝒙) = 𝒈′(𝒙) . 

Στο (𝟏, +∞) οι ρίζες και τα πρόσημα της 𝒇′είναι γνωστά από το Δ2. 

Στο  (−∞, 𝟏) έχουμε 

𝒇′(𝒙) = 𝟎 ⇔ 𝒆𝒙−𝟏(𝒙𝟐 + 𝟐𝒙) = 𝟎 ⇔ 𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 = 𝟎 ⇔ 𝒙 = −𝟐  ή 𝒙 = 𝟎 

Επειδή 𝒆𝒙−𝟏 > 𝟎, η 𝒇′ έχει ίδιο πρόσημο με το τριώνυμο 𝒙𝟐 + 𝟐𝒙, για κάθε 𝒙 ∈ (−∞, 𝟏). 

Επομένως ισχύει ο πίνακας: 

𝒙 −∞              − 𝟐                       𝟎                    𝟏                    𝒙𝟎                      + ∞     

𝒇′(𝒙)           +          0        -        0       +                             +       0           - 

𝒇 ↗ ↘ ↗ ↗ ↘ 

                                                             Τ.Μ.               Τ.Ε.                                  Τ.Μ. 

Επιπλέον η 𝑓είναι συνεχής στο ℝ, άρα θα είναι: 

• γνησίως αύξουσα στα διαστήματα (−∞, −2] 𝜅𝛼𝜄 [0, 𝑥0] 

• γνησίως φθίνουσα στα διαστήματα [−2,0] 𝜅𝛼𝜄 [𝑥0, +∞) 

και παρουσιάζει: 

• τοπικό μέγιστο στα σημεία 𝒙𝟏 = −𝟐 𝜿𝜶𝜾 𝒙𝟐 = 𝒙𝟎  

• τοπικό ελάχιστο στο σημείο 𝒙𝟑 = 𝟎. 

Σημείωση: τα ακρότατα στις θέσεις 𝒙𝟐 𝜿𝜶𝜾 𝒙𝟑 είναι ολικά.(Γιατί;) 

 

Δ5. Στο διάστημα (−∞, 0) η εξίσωση γράφεται ισοδύναμα: 

ℎ(𝑥) + 1 = (𝑥 + 2)2 +
4

𝑒3
⇔ ℎ(𝑥) = (𝑥 + 2)2 + 4𝑒−3 − 1      (5) 

Παρατηρούμε ότι:                            ℎ(−2) = 4𝑒−3 − 1 

Άρα  

(𝟓) ⇔ ℎ(𝑥) = (𝑥 + 2)2 + ℎ(−2) ⇔ (𝒙 + 𝟐)𝟐 + (𝒉(−𝟐) − 𝒉(𝒙)) = 𝟎     (𝟔) 
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Όμως στο διάστημα (−∞, 𝟎) η 𝒉 παρουσιάζει μέγιστο μόνο στο 𝒙𝟏 = −𝟐 (από Δ4.), άρα  

ℎ(𝑥) ≤ ℎ(−2) ⇔ 𝒉(−𝟐) − 𝒉(𝒙) ≥ 𝟎, για κάθε 𝑥 ∈ (−∞, 0) 

και η ισότητα ισχύει μόνο για x = −2. 

 

Ομοίως (𝒙 + 𝟐)𝟐 ≥ 𝟎, για κάθε  𝑥 ∈ (−∞, 0) και η ισότητα ισχύει μόνο για 𝒙 = −𝟐. 

Επομένως   

(𝟔) ⇔ {
(𝒙 + 𝟐)𝟐 = 𝟎

𝒉(−𝟐) − 𝒉(𝒙) = 𝟎
   ⇔   𝒙 = −𝟐 

Τελικά η 𝒙 = −𝟐 είναι η μοναδική λύση της εξίσωσης στο (−∞, 𝟎). 

 

 


