
 

 
   ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ Γ ΛΥΚΕΙΟΥ 

 

1ο  ΚΡΙΤΗΡΙΟ ΕΞΕΤΑΣΗΣ (*) 
             
             Η εξεταζόμενη ύλη είναι: συναρτήσεις, όριο, συνέχεια,         
             ορισμός παράγωγου, κανόνες παραγώγισης και ορισμός    
             εφαπτομένης. 
 

 
 
ΘΕΜΑ Α 
 
Α1. Να αποδείξετε ότι αν μια συνάρτηση 𝑓 είναι παραγωγίσιμη στο σημείο 𝑥0, τότε είναι και συνεχής     
       στο σημείο αυτό.                                                                                                                   

                                                                                                                                                 (Μονάδες 6) 
 

Α2. Να διατυπώσετε το θεώρημα Bolzano και να δώσετε τη γεωμετρική ερμηνεία του κάνοντας το   
       κατάλληλο σχήμα.                                                                                                              

 (Μονάδες 2+2) 
    

Α3. Πότε λέμε ότι η συνάρτηση 𝑓 είναι παραγωγίσιμη σε ένα σημείο 𝑥0 του πεδίου ορισμού της και       
       τί ονομάζουμε παράγωγο της 𝑓 στο 𝑥0 ;  

(Μονάδες 3) 

Α4.  Θεωρείστε τον ισχυρισμό:  
 

    « Κάθε συνάρτηση 𝑓 η οποία είναι συνεχής και δεν μηδενίζεται στο ℝ∗ διατηρεί πρόσημο στο   

       σύνολο αυτό.»                                                                                  
  

      Είναι ο παραπάνω ισχυρισμός σωστός; Να δικαιολογήσετε την απάντησή σας.                                                    

          (παίρνετε 1 μονάδα για τη σωστή απάντηση και 3 μονάδες για τη δικαιολόγησή της)                            (Μονάδες 4) 

                                                        
Α5.  Να χαρακτηρίσετε ως σωστή Σ ή λανθασμένη Λ κάθε μία από τις παρακάτω προτάσεις: 

α)  Αν η συνάρτηση 𝑓: 𝛢 → ℝ είναι αντιστρέψιμη, τότε ισχύει: 

                                   𝑓(𝑓−1(𝑥)) = 𝑥, για κάθε 𝒙 ∈ 𝜜                                                                                   Σ   Λ 

β) Ισχύει ότι:  lim
𝑥→𝜋

𝜂𝜇𝑥

𝑥
= 1                                                                                                                                Σ   Λ 

γ) Για οποιαδήποτε συνάρτηση 𝑓 που είναι συνεχής στο διάστημα [𝛼, 𝛽] και έχει μία τουλάχιστον   

    ρίζα στο (𝛼, 𝛽) ισχύει ότι:  𝑓(𝛼)𝑓(𝛽) < 0 .                                                                                    Σ   Λ                                                                                                                

δ) Αν η συνάρτηση 𝑓 είναι παραγωγίσιμη στο σημείο 𝑥0 , τότε: 

𝑓′(𝑥0)  = 𝑙𝑖𝑚
ℎ→0

𝑓(𝑥0+ℎ)−𝑓(𝑥0)

ℎ
                                                     Σ   Λ 

 

                                                                                                                                                                                                        (Μονάδες 2x4=8) 



 

ΘΕΜΑ Β 
 

Δίνεται η συνάρτηση  𝒇(𝒙) = √𝒙𝟐 + 𝜷 − 𝜶𝒙 , με 𝜶 ∈ ℝ  και 𝜷 > 𝟎, για την οποία : 

                                             𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎

𝒇(𝒙) = √𝟑  και  𝒇(𝟏) = 𝟏 

Επιπλέον δίνεται και η συνάρτηση  𝒈(𝒙) = 𝟐 − 𝒍𝒏(𝒙 − 𝟏) ,  𝒙 ∈ (𝟏, +∞). 
 

Β1. Να δείξετε ότι  𝜶 = 𝟏 και 𝜷 = 𝟑.                                                                                                                                                                                          

 (Μονάδες 2+2)         

Β2. Αν είναι γνωστό ότι η συνάρτηση  𝑓 είναι γνησίως φθίνουσα στο ℝ  

        i)  να λύσετε την ανίσωση  𝒇(𝒙) > 𝟏 και  

        ii) να ορίσετε την 𝒈𝝄𝑓.                                                                                                                                                        

  (Μονάδες 2+3)     

Β3. Να δείξετε ότι η συνάρτηση 𝑔 αντιστρέφεται και ότι: 

𝒈−𝟏(𝒙) = 𝟏 + 𝒆𝟐−𝒙, 𝒙 ∈ ℝ 

                                                                                                                                                                                                                (Μονάδες 5)      

Β4. Να δείξετε ότι υπάρχει ένας, τουλάχιστον, 𝑥0 ∈ (1,2) τέτοιος, ώστε: 

𝒈−𝟏(𝒙𝟎) = 𝒇(𝒙𝟎) + 𝒙𝟎 

(Μονάδες 5) 

Β5. Να υπολογίσετε τα όρια: 

𝜜 = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒇(𝒙)                            𝑩 = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟏

𝒆−𝒈(𝒙) 

                                                                                                                                                                                                            (Μονάδες 3+3) 

ΘΕΜΑ Γ 
 

Δίνεται συνάρτηση  𝑓: ℝ → ℝ  για την οποία ισχύουν τα παρακάτω: 
 

• Η 𝑓 είναι παραγωγίσιμη στα σημεία 𝒙 = 𝟏 και 𝒙 = 𝟎 

• 𝒇′(𝟏) + 𝒍𝒏(𝒇′(𝟏) − 𝟏) = 𝟐 

 

 

Γ1. Να δείξετε ότι 𝒇′(𝟏) = 𝟐 

  (Μονάδες 5)    

Γ2. Να υπολογίσετε το όριο: 



 

𝑳 = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟏

𝒇(𝟑𝒙 − 𝟐) − 𝒇(𝟐𝒙 − 𝟏)

𝒙 − 𝟏
 

  (Μονάδες 5)     

Αν επιπλέον 𝜶, 𝜷 ∈ ℝ και η συνάρτηση 𝒇 έχει τύπο:  

 

𝒇(𝒙) = { 
       𝜷𝒙𝟑 + 𝜶𝒙     ,   𝒙 ≥ 𝟎

−√𝟏 − 𝒙  ∙ 𝜼𝝁𝒙 ,   𝒙 < 𝟎
 

   

Γ3. Να δείξετε ότι  𝜶 = −𝟏 και  𝜷 = 𝟏 .    

  (Μονάδες 5)     

 

 

 

Γ4. Αν η συνάρτηση  𝑔: [0,2] → ℝ είναι συνεχής και η γραφική    

   παράστασή της βρίσκεται στο ορθογώνιο ΟΑΒΓ που φαίνεται   

   στο διπλανό σχήμα, να δείξετε ότι η 𝐶𝑓 τέμνει την 𝐶𝑔 σε ένα    

   τουλάχιστον σημείο. 

 

 

  (Μονάδες 4)  

    

                                       

Γ5. Να βρείτε το πρόσημο της συνάρτησης:  𝒉(𝒙) = 𝒇(𝟏 − 𝝈𝝊𝝂𝒙), 𝒙 ∈ [𝟎, 𝝅].  

(Μονάδες 6)     

 

ΘΕΜΑ Δ 

 

Δίνεται συνεχής συνάρτηση 𝑔: (−∞, 0] → ℝ  για την οποία ισχύει:  

•   𝐥𝐢𝐦
𝐱→𝟎

  
𝟏

𝒈(𝒙)
= +∞  

•  𝒈𝟐(𝒙) = (𝒆𝒙 + 𝟐𝒙 − 𝟏)𝟐, για κάθε 𝑥 ∈ (−∞, 0]  

 

 



 

Επιπλέον δίνεται η συνάρτηση:   

𝒇(𝒙) = { 

 𝜷 ∙ 𝟐𝒙 − 𝜷𝒙+𝟏 

𝟐 ∙ 𝜷𝒙 + 𝟐𝒙+𝟏 
   ,   𝒙 > 𝟎

           𝒈(𝒙)           ,   𝒙 ≤ 𝟎

  

Για την οποία ισχύουν τα εξής: 

•   𝟎 < 𝜷 ≠ 𝟏 

•  𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

 𝒇(𝒙) = −
𝟑

𝟐
 

 

Δ1. Να δείξετε ότι:  𝒈(𝒙) = 𝟏 − 𝒆𝒙 − 𝟐𝒙 , 𝒙 ∈ (−∞, 𝟎].     

(Μονάδες 5)     

Δ2. Να δείξετε ότι 𝜷 = 𝟑. 

(Μονάδες 5)     

Δ3. Έστω   𝜯(𝒙) = 𝟏 + 𝒙𝜼𝝁 (
𝟏

𝒙
) , 𝒙 ≠ 𝟎 .  

      α) Να δείξετε ότι η εξίσωση: 𝒈(𝒙) = 𝜯(𝒙)  έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο (−∞, 𝟎) . 

      β) Αν  𝜯′ (
𝟏

𝝅
) = 𝝅, να υπολογίσετε το όριο:  

𝜥 = 𝒍𝒊𝒎
𝒙→+∞

𝒙 ∙ (𝟏 − 𝑻 (
𝟏

𝝅
−

𝟏

𝒙
)) 

(Μονάδες 5+5) 

Δ4. Αν είναι γνωστό ότι η συνάρτηση 𝑓 είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα στο ℝ και 𝜿 < 𝟎 < 𝝀,                     

      τότε να δείξετε ότι η εξίσωση:      

𝒇(𝜿𝒙) − 𝒇 (
𝟐𝜿
𝒙𝟐 )

𝒙 − 𝟏
+

𝒇(𝝀𝒙) − 𝒇(𝜼𝝁(𝝀𝒙)) 

𝒙 − 𝟐
= 𝟐𝟎𝟐𝟓 

                                                                   

      έχει τουλάχιστον μια ρίζα στο διάστημα (1,2). 

                                                                                                                                                     (Μονάδες 5) 

Καλή Επιτυχία ! 
 
(*) Το παρόν κριτήριο εξέτασης συντάχθηκε από την ομάδα διδασκόντων του Τομέα Μαθηματικών του   
Φροντιστηρίου αξία και αποτελεί πνευματική τους ιδιοκτησία. 
Η χρήση τους εκτός Φροντιστηρίου, επιτρέπεται μόνο για εκπαιδευτικούς σκοπούς. Οποιαδήποτε άλλη χρήση ή 
αναπαραγωγή χωρίς άδεια, μπορεί να επιφέρει τις προβλεπόμενες από το Νόμο κυρώσεις. 
 


